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Presentacion

El propdsito principal de este documento es ayudar al lector
especialista en manejo de informacion geodésica o geofisica a
interpretar puntualmente las definiciones y conceptos adoptados
sobre el campo de gravedad en el calculo de alturas geoidales. La
redaccién esta basada en una traduccion del capitulo 1 del
Reference Manual for the Stokes-Helmert’s Geoid Software, escrito
por Robert Tenzer y Juraj Janak en Fredericton, Canada, 2001. Se
recomienda consultar en forma adicional los libros y articulos
referidos a lo largo de este documento para profundizar en el
conocimiento especifico de los modelos fisicos adoptados.

El Geoide Gravimétrico Mexicano es un producto del programa
de trabajo del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia
(INEGI), dirigido a dar soporte a usuarios del marco de referencia
geodésico oficial en México (INEGI, 2010; INEGI, 2010b). La técnica
llamada Stokes-Helmert es un esquema completo de calculo,
propiedad intelectual de la Universidad de New Brunswick, Canada,
para obtener estimaciones de altura geoidal con exactitud maxima
de 1 cm. Su aplicacién en casos reales ha mostrado que la exactitud
final de los resultados depende en gran medida de las cualidades
de los insumos. En México esta técnica se ha implementado a partir
de la Base de Datos Geodésica del INEGI para generar los modelos
geoidales GGM04, GGM05, GGMO06 y GGM10. La evaluacién de
calidad se encuentra declarada en la documentacién de cada
version liberada del Geoide Gravimétrico Mexicano (e.g. INEGI,
2015).
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Introduccion

Existe una relacion intima entre la determinacién de alturas y el
campo de gravedad. Una forma de hacer evidente esta relacion es
la consideracion de que la superficie de referencia vertical, definida
como superficie de altura cero o geoide, esta definida por un nivel
continuo y unico sobre una cobertura especifica. Dado que las
superficies de nivel se determinan con base en vector de gravedad,
la determinacion de alturas comienza siendo parametrizada por
condiciones fisicas.

Para conocer la localizacion del geoide y determinar su forma es
necesario conocer el comportamiento del campo de gravedad al
interior de la tierra; sin embargo, ante la imposibilidad de observar
directamente los valores de gravedad bajo tierra, se opta por aplicar
una técnica de modelado que permita hacer estimaciones de alguna
calidad aceptable. La técnica Stokes-Helmert es actualmente una
de las mas completas para crear este modelado partiendo de
observaciones de gravedad hechas sobre la superficie del terreno y
posteriormente estimar con gran exactitud la altura geoidal a partir
de esa informacion.

Entre los insumos necesarios para la aplicacién de esta técnica
se cuentan:

1) Datos gravimétricos superficiales exactos, homogéneos y de
cobertura extendida mas alla de la zona de interés. Esto
incluye areas continentales y maritimas.

2) Modelos digitales de la elevacion del terreno exactos (sin
error alguno) con distintas resoluciones y coberturas,
incluyendo un modelo de cobertura mundial.

3) Un modelo de cobertura mundial sobre el campo de
gravedad en baja resolucion, generalmente relacionado con
insumos satelitales.

4) Un modelo digital de densidad del terreno aproximada,
derivado de estudios geoldgicos superficiales.

Para el caso concreto de un territorio definido como “zona de
interés” la informacién disponible puede solo acercarse al
requerimiento hasta cierto grado de exactitud y sobre cierta
cobertura, lo que impone limites significativos en la calidad del
insumo. Cada realizacién de un modelado geoidal, como el Geoide
Gravimétrico Mexicano, incluye entre la documentacion descriptiva
(reportes técnicos y metadatos) una declaracion de los conjuntos de

VI
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datos utilizados como insumo. Esta limitante de calidad incide sobre
la exactitud alcanzable en las alturas geoidales estimadas.

A grandes rasgos, la técnica de procesamiento se forma de las
siguientes etapas: partiendo de datos gravimétricos superficiales, se
crea primeramente un modelo digital de anomalia de aire libre, al
cual se aplica una serie de correcciones y efectos disefiados para
transformar el campo de gravedad observado bajo condiciones
reales en un campo sometido a las leyes de lo que se conoce como
espacio de Helmert. Dicho espacio es propicio para llevar a cabo un
calculo de continuacion descendente, que consiste en crear un
modelo digital de anomalias de gravedad al nivel de altura cero. Es
decir, un proceso de calculo del comportamiento del campo de
gravedad en direccién hacia abajo hasta el nivel aproximado donde
se localiza el geoide. El modelo resultante es tomado luego como
“condicion de frontera” en el problema geodésico de valor de
frontera. De este modo, aun bajo las condiciones del espacio de
Helmert se aplica la integral de Stokes, que representa la solucion
del problema geodésico al transformar las anomalias de gravedad
en valores de altura geoidal. Finalmente, los valores de altura
geoidal de Helmert son adaptados al espacio real mediante la
aplicacion de un efecto llamado topografico indirecto primario. Otras
fuentes recomendadas para encontrar descripciones de la técnica
Stokes-Helmert son las escritas por Tenzer y Janak, 2002, y
Ellmann y Vani€ek, 2007.

Es conveniente notar que dentro del proceso de calculo de la
integral de Stokes se aplica una adaptacién adicional que incorpora
el aprovechamiento de un modelo gravimétrico proveniente de
informacion satelital. Esta parte es referida como modificacion al
kernel de Stokes. La documentacién recomendada para revisar este
tema es Vanicek y Klusberg, 1987.

VI



1. Definiciones fundamentales

La gravedad (g) es la magnitud de aceleracién producida por el campo gravitacional de la Tierra junto con
el efecto de aceleracién centrifuga (causado por el movimiento de rotacién). Se denomina como g, ala
magnitud de aceleracion de gravedad en un punto P, que esta localizado por coordenadas cartesianas
(xp,Vp, zp), de modo que el vector tridimensional de gravedad g, puede definirse asi (Torge, 2001):

cos ® cos A
cosdsinA
sin ®

gr =—9r (1.1)

Linea de vertical |

De esta forma gp es una cantidad de
aceleracion positiva, medida en unidades
de m/s? y gp es el vector que apunta en
direccion de la vertical local, conocida
como plomada. Los é&ngulos & y A ol Norte
definen la direccién de g, en términos de Convencional
latitud astrondmica y longitud astronémica
respectivamente. Los angulos pueden
aproximarse con un modelo geoidal o
medirse utilizando una camara geodésica
cenital (no medible con GNSS).

N S -
Se le llama deflexion de la vertical a la / Plano ecuatorial

diferencia entre (®,A) y las componentes

de latitud y longitud geodésicas (¢, 1). Figura 1. Esquema del vector de
gravedad parametrizado por
coordenadas astronémicas.

El potencial de gravedad de la Tierra sobre un punto (Wp) es el numero que corresponde a la suma
de valores de gravedad que se encuentran sobre la linea de plomada, contados desde el centro de masas
de la Tierra hasta ese punto de interés. Las unidades de potencial son m?/s? y su expresién matematica
es la siguiente:

Wp = [ gdl (1. 2)

donde [ representa una distancia medida desde el geocentro hasta el punto de interés recorriendo la
trayectoria de plomada. Complementariamente, el vector de gravedad en un punto representa la direccion
de crecimiento maximo del potencial y g es la magnitud del crecimiento de W por cada metro.

gp =grad Wp (1.3)
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Los puntos del espacio donde se encuentra un valor de potencial constante forman precisamente una
superficie de nivel. En la practica comun, aquella superficie de nivel a la que se dictamina como datum
vertical es distinguida con un valor de potencial W,. Esta notacion es util para referir la altura de un
punto en términos de potencial respecto del datum, usando el nimero

CP = WO - Wp (1 . 4)
que es denominado numero geopotencial del punto P.

Para efectos de medir altura en unidades de metros es posible transformar las unidades de potencial
de Cp a valores de altura ortométrica (H°) mediante la siguiente expresion:

HO = (1. 5)

[STRNSY

donde g es el valor de gravedad real media desde el punto de interés hasta la superficie W,.



2. Formulacion del problema del valor de frontera

La cantidad por resolver es el potencial de la gravedad terrestre sobre y fuera del geoide, representado
por W, y el propio geoide. El geoide es la superficie equipotencial que mas se aproxima al nivel medio
del mar y esta representado por W = W, = constante. Para resolver este problema, se introduce un
campo de referencia, llamado campo de gravedad normal, generado por el elipsoide de referencia. Se
define que el potencial normal U en este elipsoide de referencia sea igual al potencial real en el geoide:

Uy = W, 2. 1)

La diferencia entre el potencial de gravedad real y el potencial normal en un punto arbitrario del espacio
tridimensional euclidiano se conoce como potencial perturbador.

T=W-U (2.2)

Cuando se desprecia la atraccidon atmosférica, T es armoénico fuera de la Tierra y satisface la ecuacién
de Laplace.

V2T =0 (2. 3)

Una vezresuelto T, se puede obtener el potencial de gravedad W en cualquier punto afiadiendo U,
que se puede calcular a partir de modelos existentes. También, cuando se conoce T en el geoide, la
separacion entre el elipsoide de referencia y el geoide se puede obtener a partir de la férmula de Bruns,

Tg

Nzg (24)

donde T, es el potencial perturbador sobre el geoide y y, representa el valor de la gravedad normal

sobre el elipsoide de referencia. El problema se reduce entonces a la determinacion de T sobre y fuera
del geoide.

Sin embargo, T no satisface la ecuacion de Laplace dentro de las masas topograficas donde el geoide
se localiza frecuentemente. Por lo tanto, para establecer la condiciéon de armonicidad del potencial
perturbador, se tienen que eliminar o reubicar los efectos que provocan las masas atmosféricas y
topograficas localizadas fuera del geoide. Esto se realiza con el método de la segunda condensacién de
Helmert, donde el efecto de las masas es concentrado en una capa situada sobre el geoide, de modo que
la masa total de la Tierra queda invariable. Sin embargo, la Tierra y la distribucion de su campo
gravitacional cambian ligeramente. El espacio obtenido después de esa condensacion se conoce como
espacio de Helmert. Las cantidades dadas en el espacio de Helmert se denotan con el superindice h. El
potencial de Helmert se define como sigue:

Wh=w -6Vt —sve (2. 5)
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donde V¢ es el potencial topografico residual, que es la diferencia entre el potencial de las masas
topograficas y el potencial de la capa de condensacion.

sVt =yt —yet (2. 6)
De manera analoga, 6V¢ se define como el potencial atmosférico residual.
gVt =y —yca (2.7)

Restando el campo de referencia normal U de la ecuacion (2.5), el potencial perturbador en el espacio
de Helmert viene a ser:

Th=wh-u (2. 8)

Como se esperaba, el potencial perturbador de Helmert es arménico en cada punto fuera del geoide,
de manera que la ecuacion de Laplace

v2Th =0 (2.9)

se cumple en cualquier parte fuera del geoide. Para determinar el T", se tiene que resolver el problema
del valor de frontera de tercer tipo fuera del geoide. Por lo tanto, se necesita contar con el valor de frontera
en el geoide, desconocido a priori. En este problema, las anomalias de gravedad de Helmert sobre el
geoide sirven como valores de frontera. Para encontrar una relacion entre el potencial perturbador y las
anomalias de gravedad de Helmert, se introduce la derivada radial del potencial perturbador

aTh _owh au

o = o or (2.10)

usando una aproximacion esférica, se tiene que

LA kg (2.11)
o 9 —V=0g )

donde 8g" es la perturbacion de la gravedad de Helmert. En Vanicek, et. al., (1999), se sugiere aplicar
una correccion elipsoidal a esta aproximacion, porque de lo contrario el error en el geoide puede alcanzar
mas de un centimetro. Entonces, la ecuacion (2.11) viene a ser:

—Z = 5g" — ey (2. 12)

La perturbacion de la gravedad no suele considerarse una cantidad medible en la superficie terrestre.
Por lo tanto, se tiene que transformar la perturbacion de la gravedad de Helmert a una cantidad mas
disponible, que es la anomalia de gravedad de Helmert. Esta transformacion se obtiene usualmente al
afiadir un término T a la perturbacion de la gravedad. Este término explica el cambio en la gravedad
normal debido a la diferencia entre la altura geodésica h y la altura ortométrica disponible cominmente,
HO. Esta expresion se puede escribir con suficiente exactitud como:

Th o
r=—2%

- (2. 13)



Para resolver el problema del valor de frontera, es conveniente introducir la aproximacién esférica de
(1.12):
10y . 2
San = TR (2. 14)

El error ocasionado por esta aproximacién se conoce como correccion elipsoidal para la aproximacion
esférica, ¢,.

Asumiendo la ecuacion (2.14), la ecuacion (2.13) se puede volver a escribir como
—2T"=T+g, (2. 15)

Luego, las ecuaciones (2.12) y (2.15) se pueden combinar para obtener

arh 2 nh _ h
___ET =Ag" te,— ¢y

— n (2. 16)

g

Esta expresion representa la ecuacion fundamental de la geodesia fisica, valida en el espacio de
Helmert. Relaciona los valores de frontera conocidos Ag" al potencial perturbador desconocido fuera y
sobre el geoide. Como los valores de frontera son las anomalias de gravedad de Helmert sobre el geoide,
en las dos secciones siguientes se vera la derivacién de esta cantidad a partir de las mediciones.
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3. Evaluacion de las anomalias de gravedad de Helmert sobre la superficie
terrestre

De acuerdo con Vanicek, et. al., (1999), la anomalia de gravedad de Helmert Ag" se define como:
Ag" = g" —Vyop_gn (3.1)

donde y, es la gravedad normal sobre el teluroide en el espacio de Helmert (figura 2).

Espacio Real Espacio de Helmert

g(r,Q2) g"(r,Q)
q EFECTO DIRECTO ®.
Topografia /_/./ \\/ I - \\/ Topografia
s |
/_/; Teluroide
. ___,*“’ S~o | ___,—"'*~§ SIE de Helmert
Teluroide -~ -~—=- | _—-=-—-—"" |  T=<vSIE_ _
Ho
|
! Nyh
I R oy } Co-geoide
Geoide ——m h T PIE
h
N I N
o |
Elipsoide / : Elipsoide

Figura 2. Las cantidades involucradas en el espacio real y de Helmert.

3.1 Efecto directo sobre la gravedad

La gravedad de Helmert (g") sobre la superficie terrestre se obtiene a partir de la gravedad g observada
sobre la superficie terrestre, afiadiendo el efecto topografico directo:

gl = g+ 8At + 5A° (3.2)

El efecto topografico directo sobre la gravedad (DTE: Direct Topographical Effect, §AY), es la atraccion
gravitacional de las masas topograficas menos la atraccion de las masas topograficas condensadas.
Debera evaluarse sobre la superficie terrestre. De manera analoga, el efecto atmosférico directo sobre la
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gravedad (DAE: Direct Atmospherical Effect, §4%) es la atraccion gravitacional de la atmdsfera menos la
atraccion gravitacional de la atmésfera condensada. El efecto directo se obtiene tomando la derivada
radial de los potenciales residuales topografico y atmosférico (ecuaciones 2.6 y 2.7).

_asvt _avt  ave

t i
6A ar  or ar

At — At (3. 3a)

_9sVe _ v avee

a
6A ar ar ar

A% — Aca (3. 3b)

3.2 Correccion para la altura ortométrica
La gravedad normal sobre el teluroide en el espacio de Helmert, Vrzr—eh =V ) -, se obtiene con

la continuacion ascendente de la gravedad normal en el punto correspondiente sobre el elipsoide de
referencia. La altura utilizada para este calculo debera ser la altura normal en el espacio de Helmert
(HM)", que es la altura del teluroide de Helmert sobre el elipsoide de referencia. Sin embargo, en la
practica, las alturas de las observaciones de la gravedad sobre la superficie terrestre son alturas
ortométricas H° y la continuacion ascendente de la gravedad normal se calcula usando H° en lugar de
(HM)". Por lo tanto, se debe agregar una correccion a la gravedad normal. Esta correccion consiste en
dos partes. La primera, que se ocasiona por la posicion diferente del teluroide en el espacio real y el de
Helmert, se conoce como efecto secundario indirecto. La segunda parte, que se debe a la diferencia entre
la altura normal y la ortométrica, se conoce como la correccidn para la altura ortométrica. Entonces, la
expresion para la gravedad normal sobre el teluroide de Helmert esta dada por

Zsvt—2sya (3. 4)
R R

R e L i

El segundo término a la derecha es la correccion para la diferencia entre el cuasigeoide y el geoide
(es decir, la diferencia entre la altura ortométrica y la normal). Los otros dos términos a la derecha son el
efecto topogréfico indirecto secundario sobre la gravedad (SITE: Secondary Indirect Topographical
Effect), representado por &yt, y el efecto atmosférico indirecto secundario sobre la gravedad (SIAE:
Secondary Indirect Atmospherical Effect), representado por §y“¢. Al insertar las ecuaciones (3.2) y (3.4)

enla (3.1) y con la anomalia de gravedad de aire libre definida como

Agh(r Q) = g (1, 2) — y(ro + H®, ) (3. 5)

la expresion para la evaluacion de las anomalias de gravedad de Helmert sobre la superficie terrestre es:
Agh = Aght +Z HOAGPS + 8y* + 8y% + SA® + 5AC (3. 6)

3.3 Modelado de las anomalias de gravedad

El campo de anomalias de gravedad de aire libre no es muy suave, lo que lo hace poco apropiado
para la interpolacion y el promediado entre puntos de medicion distantes. Por consiguiente, en la practica
se utiliza el campo de anomalias de gravedad de Bouguer completa, que son mas suaves, para producir
los datos de gravedad medios. La anomalia de Bouguer completa se define como

AgB¢ = AgBS + 6gt¢ = AgAt — 2mpyGH® + 5g°t (3.7)



donde AgBS es la anomalia de Bouguer simple y g% es la correccion gravimétrica del terreno, es decir,
una correccion para la atraccion de la topografia terrestre con relacion a la altura en el punto de
evaluacion.

Con las ecuaciones (3.6) y (3.7), las anomalias de Bouguer completa se pueden transformar a
anomalias de gravedad de Helmert sobre la superficie terrestre.

Entonces, la expresion para las anomalias de Helmert esta dada como
Agh = AgBC + 2mpoGH® — 69 + = HOAGPS + 8y + 6y + SA! + 5A° (3.8)

La ecuacion (3.8) contiene la correccion gravimétrica del terreno y el efecto topografico directo. Sin
embargo, la correccion del terreno esta dentro del DTE, que es (segun la ecuacién 3.3a) la diferencia
entre la atraccion de las masas topograficas At y la atraccion de las masas topograficas condensadas
sobre el geoide A¢. El efecto topografico directo DTE se puede expresar como una funciéon de la
correccion por terreno §g y la correccion condensada del terreno §A":

SAt = 5g°t+8A°T (3. 9)

Insertando la ecuacion (3.9) en (3.8) se obtiene la expresion final para la anomalia de gravedad de
Helmert sobre la superficie terrestre:

Agh = AgBC + 2mpoGH + = HOAGPS + 8yt + §y® + 6AT + 5AC (3.10)
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4. Continuacion descendente

Una vez que se evalua la anomalia de gravedad de Helmert sobre la superficie terrestre se tiene que
continuar a la frontera, en este caso el geoide. Este proceso se conoce como la continuacién descendente
de la anomalia de gravedad de Helmert.

El potencial perturbador de Helmert es una funcién arménica sobre el geoide del espacio de Helmert
(Ilamado co-geoide). La solucién de Poisson al problema de Dirichlet de la continuacion ascendente de
una funcién armaénica puede, por lo tanto, aplicarse a encontrar una solucién al problema inverso, es decir,
la continuacion descendente.

La relaciéon entre la anomalia de gravedad de Helmert sobre el geoide y la anomalia de gravedad de

Helmert sobre la superficie terrestre esta dada como sigue:
R ,

Age = - Jo Agd K (r, ¢, R)dQ 4.1)
donde K es el kernel de Poisson. La solucion al problema de la continuacion descendente esta dada
como una solucion de la ecuacién integral de primer orden: se conoce Agl y se tiene que determinar
Agg. Esta ecuacion integral se puede resolver de forma iterativa; la derivacion se encuentra en Vanicek,
et. al., (1996).

La continuacion descendente de Poisson se conoce como un problema no lineal e inestable. Debido
a la condicion de inestabilidad, los errores en Agl pueden aparecer amplificados en la solucion. Sin
embargo, cuando se usan los valores medios en lugar de los valores de puntos, se puede evadir este
problema.
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5. Determinacion de la altura geoidal

5.1 Integracion de Stokes

Cuando se determinan los valores de frontera, es decir, las anomalias de gravedad en el co-geoide, se
puede resolver el problema de Laplace (2.9). La solucién de Tgh esta dada por la formula de Stokes,

donde la separacion entre la altura geoidal y el elipsoide de referencia se puede derivar segun la férmula
de Bruns (2.4). La féormula de Stokes (en el espacio de Helmert) se da como:

Nh = %fﬂ,AghS(w)dQ’ (5. 1)

donde N corresponde a las alturas co-geoidales y S es el kernel de Stokes.

5.2 Efecto indirecto primario (PIE)

Ya que se obtiene el co-geoide de Helmert, las alturas geoidales se tienen que expresar en el espacio
real. Esta transformacion se lleva a cabo calculando el efecto indirecto primario (PIE: Primary Indirect
Effect) sobre el potencial, que se puede convertir facilmente al efecto sobre el geoide. Para obtener el
potencial perturbador en el espacio real, este efecto se tiene que anadir al potencial de perturbacion de
Helmert, es decir:

T, =T} + 6P, (5.2)
donde &F; es el efecto indirecto primario sobre el potencial.

Cuando 6P, se divide entre su gravedad normal y, se obtiene directamente el efecto sobre el geoide

Nsp y consecuentemente se puede anadir al co-geoide para obtener el geoide en el espacio real segun
la ecuacion.

N = N" + Ngp (5.3)

En la practica el PIE puede calcularse como la suma de la contribucién por efecto de la masa
topografica (PITE) méas la contribucion por masa atmosférica (PIAE). Como se demuestra en Névak
(2000), el calculo de PITE puede considerarse suficiente para estimar el PIE, dado que se puede
despreciar la contribucion por PIAE para obtener un error de altura geoidal maximo de 1 cm. La ecuacion
(5.3) es la ecuacion final en el proceso de la determinacion del geoide preciso.
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